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Визначення закону руху будь-якої машини 
є надзвичайно важливою задачею динаміки 
машин, оскільки від нього залежать якість тех-
нологічного процесу, що виконується маши-
ною, величини дійсних реакцій у кінематичних 
парах, вібрації, які створюються  машиною, 
довговічність її роботи тощо. Закон руху ма-
шини залежить як від прикладених до неї сил і 
моментів, мас її ланок і маси привода, також 
від механічної характеристики двигуна, який 
приводить у рух машину. Визначення закону 
руху машини як одномасової системи пов’язане 















,        (1) 
де звI  – зведений момент інерції машини ра-
зом з її приводом при зведенні до ланки 1; 






,  – зведені до ланки 1 відповідно 
моменти рушійних сил і сил опору та ваги; 
t  – час руху машини. 
Існують різні способи розв’язання рівнян-
ня (1), а саме: графочислові [1,2], аналітичні 
[1,3,4] і числові[5]. Графочислові способи ма-
ють суттєвий недолік – відносно низьку точ-
ність і, крім того, їх важко, а то й неможливо, 
застосувати у випадку, коли функції зведених 
моментів рзвM і 
Gо
звM
  є функціями різних 
змінних. Точний  аналітичний розв’язок  рів-
няння (1) можливий тільки в окремих випадках 
[1]. Робота [3] присвячена дослідженню руху і 
динаміки машин, обладнаних електроприводом 
(асинхронні двигуни і двигуни постійного 
струму). Серед інших задач розглядаються 
розв’язки для одномасових (жорстких) простих 
машин з асинхронним електроприводом. При 
цьому вивчається усталений рух таких машин 
шляхом використання спрощеної статичної ха-
рактеристики цих двигунів. Розгін машин до-
УДК 621.513:531.355 
ВИЗНАЧЕННЯ ЗАКОНУ РУХУ ДВОСТУПІНЧАСТОГО ПОРШНЕВОГО 
КОМПРЕСОРА З ПРИВОДОМ ВІД АСИНХРОННОГО ДВИГУНА 
Ф.І. Стоцький,  Т.Ф. Тутко 
ІФНТУНГ, 76019, м. Івано-Франківськ, вул. Карпатська,15, тел. (03422) 42342, 
е-mail:  p u b l i c @ n u n g . e d u . u a  
З метою визначення закону руху двоступінчастого поршневого компресора як одномасової системи з 
приводом від асинхронного електродвигуна як при його пуску під навантаженням, так і при усталеному 
режимі руху використано уточнену статичну характеристику двигуна. Нелінійне диференціальне рівняння 
руху розв’язувалось числовим методом Адамса-Крилова. Встановлено, що інерційний момент на валу комп-
ресора при його пуску у 2,5 рази більший, ніж при усталеному русі. Визначено час розгону компресора, сере-
дню швидкість усталеного руху. Закон руху вала компресора порівнювався із законом його руху для випадку 
постійного обертального моменту двигуна. Обидва закони руху якісно подібні, але графік закону руху  у 
випадку привода від асинхронного електродвигуна зміщений у бік меншого кута повороту вала компресора, 
який при цьому має дещо більшу середню кутову швидкість. 
Ключові слова: нелінійне диференціальне рівняння; статична характеристика двигуна. 
 
С целью определения закона движения двухступенчатого поршневого компрессора как одномассовой 
системы с приводом от асинхронного электродвигателя как при его пуске под нагрузкой, так и при уста-
новившемся режиме движения использована уточненная статическая характеристика двигателя. Для 
решения нелинейного дифференциального уравнения движения использован численный метод Адамса-
Крылова. Установлено, что инерционный момент на валу компрессора при его пуске в 2,5 раза більше, чем 
при установившемся движении. Определены время разгона компрессора и средняя скорость установивше-
гося движения. Закон движения вала компрессора сравнивался с законом его движения для случая постоян-
ного вращательного момента двигателя. Оба законы движения качественно идентичны, только график 
закона движения для случая привода от асинхронного электродвигателя смещен в сторону меньшего угла 
поворота вала компрессора, который при этом имеет несколько большую  угловую скорость. 
Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение; статическая характеристика двигателя. 
 
To determine motion law of the two-stage piston compressor as a single mass system driven by an asynchro-
nous electric motor both at it’s activation under load and for the established motion mode the improved static en-
gine characteristic is used. Nonlinear differential motion equation was solved by the Adams-Krylov numerical 
method. As a result it was found that the inertial moment on the compressor shaft at its activation is 2.5 times higher 
than at the established motion. The compressor acceleration time and the established motion average speed were 
determined. The compressor shaft motion law was compared with motion law in case of the permanent motor 
torque. Both motion laws are qualitatively similar but the schedule of the motion law in case of using an asynchro-
nous electric motor drive is shifted toward a smaller compressor shaft rotation angle and the shaft has a slightly 
higher average angular speed. 
Key words: nonlinear differential equation; static motor characteristic. 
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сліджується тільки без навантаження. В моно-
графії [4] серед низки задач розглядається  рух 
та динаміка жорстких машин з приводом від 
різних двигунів у випадку різних їх  характери-
стик ( ідеальній, статичній і динамічній). Отри-
мані диференціальні рівняння розв’язуються  
наближеним аналітичним методом – методом 
збурень (послідовних наближень). При цьому 
виділяються у диференціальних рівняннях до-
данки, які викликають нерівномірний рух ма-
шини. Ці доданки є причиною так званої “внут-
рішньої віброактивності” машини. 
Числовий спосіб розв’язання рівняння (1) 
розглядається в роботі [5], але його можна за-
стосувати тільки для усталеного режиму робо-
ти машини. Механічна характеристика двигуна 
в роботі [5] не розглядається, оскільки вважа-
ється відомою. 
Оскільки тепер є наявна потужна комп’ю-
терна техніка, то числовий спосіб розв’язання 
рівняння (1) і дослідження динамічних процесів 
у машинах необхідно розвивати як альтернати-
ву аналітичному методу, успіхи якого плідно 
представлені у монографії [4]. 
Метою даної статті є розв’язання диферен-
ціального рівняння (1) числовим способом 
Адамса-Крилова для двоступінчастого V-подіб-
ного поршневого компресора з приводом від 
асинхронного електродвигуна як для його пус-
ку в рух при навантаженні, так і при усталено-
му русі з врахуванням уточненої статичної ха-
рактеристики двигуна, а також порівняння 
отриманого закону руху з законом руху для ви-
падку, коли зведений рушійний момент двигу-
на constM рзв    і, крім того, аналіз отриманих 
результатів. 
Структурна схема поршневого компресора 




 , що вхо-
дять у рівняння (1), знаходимо, користуючись 
методом замкненого векторного контура. Для 
зведеного моменту сил опору  і ваги отримано 






















































   2G22 32  coscossin     (2) 





































де 42 llr ,,  - довжини відповідно кривошипа і 
шатунів 2 і 4; 

42 ll , - відстані, що визначають положення 
центрів мас 2-ої та 4-ої ланок 
(
42 AS4AS2
llll  , ); 
 
iG  – сили ваг ланок ( 521i ,...,, ); CB FF ,  – сили корисного опору, прикладені до повзунів (поршнів) 
відповідно першого та другого ступенів компресора;  
р
звM  – зведений рушійний момент, прикладений до вхідної ланки 1 з боку двигуна 
Рисунок 1 – Структурна схема важільного механізму  
V-подібного двоступінчастого  компресора 
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1   cos ;     2l
r
4
2   cos . 
Сили опору CB FF , , що прикладені до по-
ршнів компресора визначаються за формулами 
,)(max B331B syApF   
,)()( maxmaxmax C551251C syAppApF   (3) 
де maxmax , 21 pp   максимальні тиски газу 
відповідно на першому та другому ступенях 
компресора; 
53 AA ,  площі поперечних перерізів цилі-
ндрів першого та другого ступенів компресора; 
53 yy ,   безрозмірні величини, через які 
виражаються тиски в циліндрах компресора 
,)(( max13B1 pysp   
;))()( maxmaxmax 5121C2 ypppsp   
CB ss ,  віддалення точок B  і C  повзунів 
від їх нижніх положень. 
Функції )(,)(  CB ss  визначаються  за 
формулами 
,)/sin( 212B 1l2rs    
.)/sin( 224C 1l2rs           (4) 
Для обчислення величин 3y  і 5y  викорис-
товувалися індикаторні діаграми (рис. 2). Для 
цих діаграм координати низки їх точок подані в 
табл. 1. 
Величини 53 yy , для довільних проміжних 
значень CB xx , знаходились за допомогою ін-
терполяційного полінома Лагранжа [6]. 
Зведений момент інерції і його похідна об-
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а – перший ступінь компресора; б – другий ступінь компресора 
Рисунок 2 – Індикаторні діаграми компресора 
 
Таблиця 1 – Числові значення координат індикаторних діаграм 
Віддалення поршнів  
(у  частках Н) 
Hsx BB  , 
Hsx CC   
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 
Стискання (1-ий та 2-ий 
ступені компресора) 53
yy ,  0 0,067 0,164 0,287 0,434 0,655 0,96 
Всмоктування (1-ий та 2-ий 
ступені компресора) 53
yy ,  0 0 0 0 0 0 0 
Віддалення поршнів 
(у  частках Н) 
Hsx BB  , 
Hsx CC   
0,61 0,7 0,8 0,853 0,9 1,0  
Стискання (1-ий та 2-ий 
ступені компресора) 53
yy ,  1 1 1 1 1 1  
Всмоктування (1-ий та 2-ий 
ступені компресора) 53
yy ,  0 0 0 0 0,177 1  
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де 
d
dsi - перша передавальна функція точки 














, перша та друга передавальні 
функції ланки i  ( 42i , ); 
g  прискорення вільного падіння; 
iS
I – момент інерції і-ої ланки при обер-
танні навколо осі, що проходить через її центр 
мас iS ( 42i , ); 
0I зведений до кривошипа момент інер-








 друга передавальна функція точок 




















,,, проекції першої 
та другої передавальних функцій на осі YX ,  
точок iS  ( 42i , ). 
Перші та другі передавальні функції, а та-












































   



























 ,/sin 2   
42i , (при 2i   береться верхній знак і 
















































































CBi ,  ( при Bi   береться  верхній знак 





















































































































У рівнянні (1) присутній зведений момент 
рушійних сил, який визначається так: 
,uMM Д
р
зв                      (7) 
де ДM  обертальний момент, який розвиває 
електродвигун;  
u  передавальне число привода; 
  коефіцієнт корисної дії привода. 
Обертальний момент асинхронного елект-
родвигуна при врахуванні його уточненої ста-











             (8) 
де ;/  21 RRa  
21 RR , первинний і вторинний зведені 
опори схеми заміщення асинхронного електро-
двигуна; 
КM максимальний обертальний момент, 
який розвиває електродвигун; 
ssК ,  критичне і плинне ковзання двигуна. 
У формулі (8) присутні дві невідомі вели-
чини  a  і  Кs . Оскільки в каталогах асинхрон-
них електродвигунів наводяться відношення 
моментів НКНП MMMM /,/  ( НП MM , пу-
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сковий і номінальний моменти двигуна), то не-




























       (9) 
























































































































  (11) 
З квадратного рівняння (10) визначається 
критичне ковзання двигуна Кs , і після підста-
новки його значення в (11) обчислюється вели-
чина a . 
Розв’язання диференціального рівняння (1) 
здійснювалося чисельним методом Адамса-
Крилова [8]. При цьому було використано такі  
вихідні дані:  
м040r , , м20ll 42 , ,  
м080ll 42 ,
 , град80 ,  
діаметри циліндрів компресора 
м120d1 , , м0750d2 , , 
МПа30p1 ,max  , МПа90p2 ,max  , 
2
0 мкг01I  , , 
2
S мкг0150I 1  , , 
2
SS мкг0280II 42  , , H70GG 42  , 
H30G5  , H50G3  , 
1
ср c3964
 ,  
( ср середня кутова швидкість ланки 1 
(колінчастого вала компресора)) , 
90, (   коефіцієнт корисної дії привода). 
З метою підбору електродвигуна спершу 
визначався постійний обертальний момент , 
який необхідно було б прикласти до колінчас-
того вала компресора, щоб забезпечити устале-









зв    . Ця  задача  була 
розв’язана числовим способом  і отримано та-
кий результат:  мH2142M рзв  , . 
Тому потужність на колінчастому валу, 




звyp ,,,   . 









Після цього було вибрано асинхронний 
електродвигун з синхронною частотою 
хвоб1500nс /  серії RA, яка забезпечує під-
вищений пусковий момент. Оскільки двигун у 
нашому випадку повинен забезпечити пуск 
компресора під навантаженням, то він повинен 
задовольняти двом умовам, а саме : потужність 
двигуна повинна бути рдв PP   і, крім того, йо-
го пусковий момент повинен бути не меншим 
максимального за модулем момента сил опору і 
ваги компресора [9]. Момент сил опору і ваги 
Go
звM
  розраховувався за формулою (2). На 
рис.3 зображено залежність цього моменту від 
кута повороту кривошипа (колінчастого вала) 
1. Максимальне значення вказаного моменту 
мН57168M Goзв 
 , , яке відповідає приблизно 
куту повороту ланки 1 350 . 
Найменшим за потужністю двигуном, який 
задовольняє обом вказаним умовам, є двигун 
RA132S4, для якого     
,/,, хвоб1500nкВт55P с     
,/ хвоб1450nн     ,,/ 03MM НК   
42MM НП ,/  , ./ 301sН   
При цьому номінальна і синхронна кутові 
швидкості на валу двигуна, його номінальний, 
пусковий і максимальний моменти, передава-
льне число привода та пусковий момент на ко-



























;,,,, мН9386223642M42M НП   















ком    
Підставляючи значення Н/ MM П , 
НК MM /  і  Нs  для двигуна RA132S4 у рів-
няння (10) і розв’язуючи його , знаходимо ве-
личину критичного ковзання Кs  двигуна, далі 
за формулою (11) обчислюємо величину .a  
Отримані значення величин asК ,  і КM  підста-
вляємо у (8) і після спрощень одержуємо уточ-
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нену статичну характеристику двигуна 









         (12) 
  ., 12 1001378829ssf   
Доповнюючи (12) залежністю для ковзання 
двигуна 
СД1s  / ,                    (13) 
отримуємо уточнену статичну характеристику 
двигуна у іншому вигляді   ,ДД MM   графік 
якої представлено на рис. 4. 
При врахуванні статичної характеристики 
електродвигуна (формули (12) і (13)) виконано 
інтегрування диференціального рівняння (1) за 
методом Адамса - Крилова, починаючи з моме-
нту пуску компресора в рух під навантаженням. 
Початкові умови і крок при інтегруванні: 
00t /  , 00t /  ,  с00050t , . 
Отримані результати інтегрування пред-
ставлено на рис. 5 і 6.  
На  рис .5 зображено фазу розгону компре-
сора і початок його усталеного руху (залеж-
ність кутової швидкості колінчастого вала від 
часу і паралельно від кута його повороту   
(     ,t ). Слід зауважити , що при розгоні 
компресора під навантаженням  виникає досить 
велике кутове прискорення. На інтервалі часу 
від  с40t ,  до  с50t ,  кутова швидкість зро-
стає приблизно за лінійним законом. На цьому  
інтервалі часу 1с0725  , , а тому кутове 
прискорення складає  2с250   . Якщо вра-
 
Рисунок 3 – Залежність зведеного моменту сил опору і ваги від кута   
 
 
Рисунок 4 – Уточнена статична характеристика асинхронного двигуна RA132S4 
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хувати, що зведений момент інерції  
2
зв мкг01I  , , то інерційний момент на колі-
нчастому валу компресора на вказаному інтер-
валі часу буде мН250M ін  . 
На рис. 6  зображено  графіки зміни куто-
вої швидкості колінчастого вала компресора 
для одного його оберту при врахуванні статич-
ної характеристики електродвигуна (крива 1) і 
при врахуванні того, що обертальний момент 
двигуна const ( мН2142M рзв  , , крива 2). При 
обчисленнях постійний момент рзвM  було 
включено в момент часу с11t , , коли кутова 
швидкість колінчастого вала компресора і його 
положення мали значення 1с1367  , , 
рад770942, . 
Як видно із рис. 6, крива 1 зміщена віднос-
но до кривої 2 в сторону меншого кута  . У 
випадку, коли обертальний момент є постійним 
( мН2142M рзв  , , крива 2), зростання кутової 
швидкості вала компресора відбуватиметься 




оскільки другий доданок у рівнянні (1) у дано-
му випадку має невелике значення. А це озна-
чає, що кутова швидкість   зростатиме при 
куті повороту вала компресора від 118 до 
306 (див. рис. 3). При врахуванні статич-
ної характеристики електродвигуна мінімум 
кутової швидкості буде більшим і настає він у 
часі раніше , оскільки при зростанні моменту 
опору зростає і обертальний момент двигуна. 
 
Рисунок 5 – Кутова швидкість вала компресора при його розгоні 
 
 
1 – привод від асинхронного двигуна;   2 – constM Д   
Рисунок 6 – Кутова швидкість вала компресора при  усталеному русі 
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Далі при зростанні кутової швидкості вала дви-
гуна і вала компресора зменшується оберталь-
ний момент і у певний момент часу стає мен-
шим величини мН2142 , . Тому і максимум 
кутової швидкості настає раніше, ніж у випадку 
постійного обертального моменту. 
На рис. 6, крім осі абсцис часу t , є і друга 
вісь абсцис – кут повороту   вала компресора. 
При цьому проставлені числові значення кута 
  відносяться до кривої 1. Для кривої 2 ці чис-
лові значення будуть дещо іншими, оскільки 
кутова швидкість вала компресора при  постій-
ному обертальному моменті у більшості його 
положень одного циклу є меншою. Час одного 




а у випадку постійного обертального моменту 
c09630t
2ц
, , і середні кутові швидкості від-
повідно рівні 1ср с6651
 , ,  1ср с2652
 , . 
Одержане значення 
1ср
 дало можливість 
знайти час розгону компресора. На практиці 
час розгону машини pt  визначають як промі-
жок часу, протягом якого її вхідний вал розга-
няється до кутової швидкості ср950 , [7]. На 
рис.5 відкладено 1срср с3262950950 1
 ,,,   
і отримано час розгону компресора c620t p , . 
Зміна кутової швидкості вала компресора, яка 
зображається кривими 1 і 2 (рис.6), в інтервалі 
часу від 0 до 0,02 с циклу близька до зміни за 
лінійним законом. Тому кутове прискорення, 
яке відповідає одному і другому закону зміни 
кутової швидкості, буде    
2
21 c100
  . Це 
означає, що інерційне навантаження на вал 
компресора при усталеному режимі роботи 
компресора буде приблизно у 2,5 рази меншим, 
ніж при розгоні. 
В результаті виконання даної роботи мож-
на зробити такі висновки: 
- практичне використання уточненої стати-
чної характеристики асинхронних електродви-
гунів разом з числовим способом розв’язання 
диференціальних рівнянь Адамса-Крилова дало 
можливість отримати закон руху поршневого 
компресора як при його пуску під навантажен-
ня, так і при усталеному режимі його роботи; 
- отриманий закон руху компресора при 
його пуску і усталеному русі дав, у свою чергу, 
можливість встановити, що інерційний момент, 
який відноситься до колінчастого вала компре-
сора, приблизно у 2,5 рази більший при  пуску, 
ніж при усталеному режимі його роботи; 
- порівняння законів руху компресора у 
випадках його привода від асинхронного елек-
тродвигуна і двигуна з постійним обертальним 
моментом вказує на їх якісну подібність, але 
графік закону руху компресора з приводом від 
асинхронного двигуна зміщений у бік меншого 
кута повороту вала компресора, характеризу-
ється дещо більшою середньою швидкістю. 
Якщо обчислювати коефіцієнт нерівномірності 
ходу компресора  , то він буде меншим у ви-
падку врахування статичної характеристики 
електродвигуна; 
- визначення закону руху компресора при 
його пуску і усталеному русі дало можливість 
встановити час розгону компресора. 
Розроблена у даній роботі методика дослі-
дження може бути використана в інженерній 
практиці для визначення закону руху будь-якої 
реальної машини. Цю методику можна викори-
стати при розв’язанні задачі динамічного син-
тезу машини, а саме при  визначенні її додатко-
вого моменту інерції (моменту інерції махови-
ка), при якому буде забезпечений потрібний 
коефіцієнт нерівномірності ходу машини. Крім 
того, приймаючи за основу виконану роботу, 
можна ставити задачі, в яких машинний агрегат 
розглядатиметься як двома сова, чи навіть три-
масова система, і досліджувати динамічні про-
цеси, що відбуваються у ньому. Останні дві за-
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